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1) Des travaux sur la transition 
t l é t i itéentre lycée et université

Deux nombreux travaux sur le sujet en France :• Deux nombreux travaux sur le sujet, en France :
– M. Artigue, I Bloch, V. Durand Guerrier, G. Gueudet, A Robert…

• Retenons de façon générale
– De nouveaux types de notions mathématiques (typiquement 

les espaces vectoriels)les espaces vectoriels)
– Des différences dans les niveaux de conceptualisation des notions 

(qu’elles soient anciennes ou nouvelles) avec de nouvelles 
i t d f li t dexigences en terme de formalisme et de preuve

– Une complexification des exercices demandés
– Une accélération du temps didactique et un éventail d’exercices p q

plus large qui rend la routinisation beaucoup plus difficile
– Un nouvel équilibre entre général et particulier
– De nouvelles exigences en terme d’autonomie des étudiants– De nouvelles exigences en terme d autonomie des étudiants
– Des différences plus macroscopiques (amphi / TD, modularisation…)



Le domaine de l’analysey
• Des objets de base qui sont complexes 

nombres réels (limite), suites numériques, fonctions numériques

• L’exemple des fonctions numériques
• De multiples cadres d’apparition (géométrique, physique, économique…)
• De multiples registres de représentations (numérique, graphique, 

algébrique, symbolique, formel)
• Une double fonctionnalité (comme outil ou comme objet )Une double fonctionnalité (comme outil ou comme objet )
• Plusieurs niveaux de conceptualisation (théorie APOS de Dubinsky)

• Processus ( x f(x) , conception dynamique)
• Objet (la fonction f et ses propriétés : parité, croissance… conception statique)
• Schéma (ensemble de fonctions, vérifiant des propriétés similaires, comparaison 

de fonctions …)

• Différents points de vue possibles sur l’objet f  
• Ponctuel (très relié au niveau de conceptualisation processus)
• Global (caractéristique des études globales du lycée)Global (caractéristique des études globales du lycée)
• Local (nécessaire pour entrer dans la démarche d’analyse)



La démarche de l’analyseLa démarche de l analyse

Un fonctionnement qui s’oppose à la démarche algébrique :
(• approximation des nombres (la notion de base en analyse est 

celle de limite, notion spécifique de l’égalité entre deux nombres 
réels…)

• approximation des suites et des fonctions (équivalence, 
négligeabilité, formules de Taylor, développements limités…) 
M j i d (à ti d’ t i à ilMajorer, minorer, encadrer (à partir d’un certain rang, à epsilon 
près, jeu entre des conditions suffisantes et/ou nécessaires)
Un fonctionnement qui ne doit pas pour autant sacrifier lesUn fonctionnement qui ne doit pas pour autant sacrifier les 
démarches algébriques simplificatrices (algèbre des limites…)



2) Évolution des programmes du 
point de vue de l’usage des limites

• Avant 1982 en France : emploi précoce du langage formalisé 
souvent hermétique aux élèves (maths modernes)
Réf j 1982• Réforme majeure en 1982 : 
• Mise en avant de méthodes numériques et graphiques pour 

motiver le travail formalisémotiver le travail formalisé
• Apparition des suites et fonctions de référence pour l’étude des 

limites, majorations, minorations, encadrements sur des 
intervalles

• Et des problèmes sortant du champ d’application de ces méthodes 
pour comprendre l’intérêt d’un passage du quantitatif au qualitatifpour comprendre l intérêt d un passage du quantitatif au qualitatif 
et à la formalisation qui reste définie pour des limites en 0.



1985 : l’invasion des fonctions 
de références

• Introduites dès la seconde et étudiées globalement, leurs 
convergences sont ensuite admises par intuition
(numérique graphique)(numérique, graphique)

• Définition de la limite par critère suffisant à partir des 
fonctions de références (disparition de la formalisation)fonctions de références (disparition de la formalisation)

• Parallèlement, l’algèbre des limites disparaît des 
programmesprogrammes. 
• Le recours à l’approximation est donc imposé. Du point de vue 

technique, les majorations, minorations, encadrements (et le 
théorème des gendarmes) deviennent des outils essentiels

• Des aberrations dans les manuels et les pratiques effectives en 
classeclasse…



Exemple de Transmath 1985



Cependant :Cependant :
• Un gain pour les élèves, reconnu par les enseignants 

• Apprendre à minorer, majorer, encadrer
• Apprendre à choisir des fonctions de références raisonnables 

l ipour la comparaison
• Apprendre à approximer
• Apprendre à utiliser la valeur absolue• Apprendre à utiliser la valeur absolue
• Apprendre à « coincer » la variable sur un intervalle judicieux 

autour de la valeur considérée
• Apprendre à repérer les termes algébriques prépondérants

• Des procédures qui permettent au point de vue local de 
vivre (algébriquement, graphiquement, numériquement)
qui préparent à la définition formalisée tout en étant 
moins lourdesmoins lourdes



1990 : un juste équilibre entre 
fonctions de références et algèbre

• Les définitions par conditions suffisantes (par rapport 
aux seules fonctions de références) disparaissent 
L’ h i t iti d li it l t t• L’approche intuitive de limite par le comportement 
des fonctions de références demeure (numérique, 
graphique)graphique)

• Ré-introduction des rudiments de l’algèbre des 
limiteslimites 

La majoration, la minoration, l’encadrement par des 
fonctions de références ne sont plus le passagefonctions de références ne sont plus le passage 
technique obligé mais ils restent utilisés. 



2001 : l’algébrisation débordante
• Notions intuitives de limite de suites et de fonctions
• Disparition des définitions utilisables maisDisparition des définitions utilisables mais

• Des expressions du type « proche de » « de plus en plus proche » 
« aussi proche que l’on veut », par exemple « Tout intervalle ouvert 

t t L ti t t t l l f( ) h dcontenant L contient toutes les valeurs f(x) pour x assez proche de a »

• Mise en avant de « règles opératoires » pour l’algèbre des 
limites (admises)limites (admises)

• Apparition de la dérivabilité avant la notion de continuité. Seul 
le langage de la continuité est visé L’étude de la continuitéle langage de la continuité est visé. L étude de la continuité 
locale n’est plus par exemple un objectif du programme.

• Du côté global le théorème des accroissements finis et• Du côté global, le théorème des accroissements finis et 
l’inégalité des accroissements finis disparaissent du 
programme. On admet donc les résultats sur les variations. Un p g
champ de problèmes classiques disparaît aussi de ce côté là. 



3) Au baccalauréat)
• Une démarche fortement basée sur la représentation 

algébrique et des techniques algébriquesg q q g q
• Des études globales de fonctions articulées avec 

– des problèmes ponctuels (calcul d’une valeur, d’une solution 
d’é ti f ti ll )d’équation fonctionnelle…)

– des problèmes pseudo-locaux (essentiellement des calculs de 
limites, encapsulés dans de l’algèbre)

• Le registre graphique est essentiellement là pour illustrer 
les résultats algébriques : un statut d’objet mais pas d’outil
pour le cœur d’une activité mathématiquepour le cœur d une activité mathématique

• Du point de vue des tâches elles mêmes, on retrouve les 
phénomènes de complexification qui dépassent le domaine p p q p
de l’analyse
– Tâches découpées, aides nombreuses

Organisation ro tinière pe d’adaptation en je– Organisation routinière, peu d’adaptation en jeu
– Pas d’autonomie dans les choix de représentations



Les derniers sujets de 
baccalauréat S en France







Domaine de travail centré sur 
l’algébrique en classe de terminale :

RELIEF Travail 
Ponctuel

Travail 
Global

Travail 
LocalPonctuel Global Local

Tables de 
l

OUI NON NON
valeurs
Formules OUI OUI OUI

Graphes OUI OUI OUI

Tables de NON OUI NON
variations



Domaine de travail centré sur 
l’algébrique en classe de terminale :

Travail 
Ponctuel

Travail 
Global

Travail 
LocalPonctuel Global Local

Tables de 
l

OUI NON NON
valeurs
Formules OUI OUI OUI

Graphes OUI OUI OUI

Tables de NON OUI NON
variations



T il l l ( d l l b l )Travail local (avec usage de la valeur absolue)



Complexité des fonctions en jeuComplexité des fonctions en jeu

Reconnaissance de la dérivabilité en 0+

Tableau de variation « outil »

Graphique (C) « outil »



Domaine de travail centré sur 
l’ l éb i Fl’algébrique en France :

• Travail appauvri par rapport au « relief » de l’analyse et à 
l’enjeu de l’analyse au lycée

Di l ti til / bj t d diffé t é t ti• Dialectique outil / objet des différentes représentations
• Jeux entre les différents cadres, les différents points de vue 
• Passage des processus aux objets mathématiques• Passage des processus aux objets mathématiques

• Perte du point de vue local
• Perte du travail sur l’approximation numérique le calcul d’erreur (en• Perte du travail sur l approximation numérique, le calcul d erreur (en 

manipulant des valeurs absolues)
• Perte du travail sur des inégalités (minorer, majorer, encadrer avec 

des fonctions de références) qui préparait à la formalisation
• Perte du repérage de termes prépondérants dans les expressions 

algébriques complexesalgébriques complexes
• Pas de travail graphique sur les voisinages et les limites



4) L’ analyse au début 
de l’ ni ersité en Francede l’université en France

• On part de la complétude de R (atelier d’Imène Ghedamsi)
• Convergence des suites croissantes et majorées ou
• Convergence des suites adjacentes ou

C d it d C h• Convergences des suites de Cauchy …

• Le premier théorème de l’analyse nécessite la 
formalisation de la définition de limiteformalisation de la définition de limite
• L’image d’une suite convergente par une fonction continue

• Un jeu entre les deux points de vue global et local• Un jeu entre les deux points de vue global et local 
• Calculs de limites complexes (de suites et de fonctions)
• Négligeabilité équivalents• Négligeabilité, équivalents
• Formules de Taylor, encadrements globaux, développements limités…

• Un nécessaire élargissement vers l’analyse fonctionnelle (etUn nécessaire élargissement vers l analyse fonctionnelle (et 
le niveau de conceptualisation Schéma dans la théorie APOS)



Arrivée du formalismeée du o a s e



Élargissement vers 
le langage ensembliste et de 
nouvelles notions attachéesnouvelles notions attachées

La même fonction numérique qu’en terminale mais
• un traitement ensembliste
• de nouvelles notions : injectif, surjectif
• l’étude des variations n’est pas centrale (4.)
• le graphique n’est pas demandé



Un rapport aux représentations 
graphiques différent

• Plus un objet « sacralisé » dont qui doit j q
être construit précisément, complété…
• Mais un outil pour des preuves ou des activitésp p



Élargissement vers la généricitéÉlargissement vers la généricité



De nouvelles fonctionsDe nouvelles fonctions



Le point de vue localLe point de vue local

En termes de notions :
Limites, continuité, dérivabilité…
Équivalents, négligeables, relations 
de comparaisons locales

En terme de compétences :
-Recherches des termes 
prépondérantsprépondérants
- Faire des graphiques localement
pour piloter les calculs algébriques



5) Un profil de nos étudiants 
arrivant à l’université

Deux questionnaires à l’entrée à l’université
• Université Paris 13 année 2004-2005Université Paris 13, année 2004 2005

• Sur l’usage de la valeur absolue

Pl i i ité é 2006 à 2008• Plusieurs universités, années 2006 à 2008
• Sur la logique
• Sur des calculs de limites où l’adoption d’un point de 

vue est pertinente



Traitement des valeurs absoluesTraitement des valeurs absolues



Traitement des valeurs absoluesTraitement des valeurs absolues

20% BR 35%NR20% BR - 35%NR

21% BR - 31%NR

8% BR - 64%NR8% BR - 64%NR
7% BR - 69%NR
3,5% BR - 70%NR



Comment alors traiter formellement 
l ti d li it d’ f ti tla notion de limite d’une fonction et 

les manipulations du typeles manipulations du type…

L - ε < f(x) < L + ε

- ε < f(x) – L  < ε

| f( ) L | < ???| f(x) – L | < ε ???



Donner la négation mathématique  o e a éga o a é a que
de chacune des phrases suivantes

1 - Toutes les boules contenues dans l’urne sont 
rouges.

2 C t i b ti t i2 - Certains nombres entiers sont pairs.

3 - Si un nombre entier est divisible par 4, p ,
alors il se termine par 4.



Résultats sur 340 copies analyséesRésultats sur 340 copies analysées

Si un nombre entier est divisible par 4, alors il se
termine par 4

NR 98 étudiants (29%)
BR 34 étudiants (10%)
BR signifie être synonyme de “Il existe au moins un

entier divisible par 4 ne se terminant pas 4” (sémantique)
155 réponses (45,5%) sont données sous la forme
d’une implication avec des positions variées pour la
négation comme dans les exemples suivants :



Si b ti t di i ibl 4 l ilSi un nombre entier est divisible par 4, alors il  ne se 
termine pas par 4 

Si un nombre entier n’est pas divisible par 4, alors il ne se 
termine pas par 4termine pas par 4

Si un nombre entier est divisible par 4, alors il ne seSi un nombre entier est divisible par 4, alors il  ne se 
termine pas forcément par 4 

Si un nombre entier est divisible par 4, il est possible qu’il 
ne se termine pas par 4 

Pas de contrôle syntaxique, y q ,
ni même de contrôle sémantique



Des difficultés prévisiblesDes difficultés prévisibles…
Une suite numérique u converge vers le réel l ssiUne suite numérique u converge vers le réel l ssi

Pour tout ε>0, il existe un entier naturel N tel que 
n > N ⇒ |u l| < εn > N ⇒ |un -l| < ε

On montre rapidement en cours que 
(1) f est continue en a ssi(1) f est continue en a ssi 
(2) pour toute suite (Xn) convergente vers a la suite f(Xn) 
converge  (vers f(a)).g ( ( ))

Pour montrer (2) implique (1), on montre que non(1) implique 
non(2). Quelle est la négation de (2) ??? ( ) g ( )

Il existe une suite (Xn) convergente vers a telle que f(Xn) ne 
converge pas vers f(a)g ( )

Que signifie en premier lieu “u ne converge pas vers l “ ?



Pour tout ε>0, il existe un entier naturel N tel que 

É

n > N ⇒ |un -l| < ε

Établir cette négation nécessite d’être capable :   
- d’identifier la quantification universelle implicite sur n

devant l’implication 
- de mettre en œuvre la règle sur la négation des phrases 

tifié l l tifi t t têt dquantifiées lorsque les quantificateurs sont en tête de 
formule, avec ici une alternance de trois quantificateurs : 
universel existentiel universeluniversel , existentiel, universel. 

- de donner la négation d’une implication
Les résultats de notre questionnaire montrent que deLes résultats de notre questionnaire montrent que de 
nombreux étudiants arrivant dans nos universités ne 
sont pas préparés pour ça.sont pas préparés pour ça. 



Parmi ces suites données par leur terme général, 
quelles sont celles qui ont une limite quand n tendquelles sont celles qui ont une limite quand n tend 
vers l'infini ? Précisez cette limite quand elle existe.

• 1-1    :  (−1)
n
+ 1

• 1-2 :

( )

n − n• 1-2    :  n − n

• 1-3   sin(2πn)

• 1-4 cos(          )2π
n



Donnez les limites des fonctions suivantes :
2-1a Limite quand x tend vers plus l’infini : f( x ) = e

x

3

2-1b Limite quand x tend vers en 0 : 

f( )
x 3

2-1c Limite quand x tend vers moins l’infini :

2-2a Limite quand x tend vers plus l’infini : g(x) =x
10
e

x

2-2b Limite quand x tend vers 0 : 

g( )

2-2c Limite quand x tend vers moins l’infini :

• j(x)= cos(2πx) . 2-3 Limite quand x tend vers plus l’infini : 

l l 2• 2-4a Limite quand x tend vers plus l’infini : 
2-4b Limite quand x tend vers 2 : 

l(x)= lnx − ln2
x − 2



298 réponses analysées

Nos étudiants sont relativement plus à l’aide dès 
que des règles algébriques peuvent être 
appliquées, les différences tenant à la complexité 
de la forme indéterminée.



l(x) = lnx−ln2
x−2 en x=2 

Le traitement d’une limite comme un taux de variationLe traitement d une limite comme un taux de variation 
(point de vue local) est très peu disponible. 



(−1)
n
+ 1 n − n sin(2πn) cos( )2π( ) cos(         )n

cos(2πx)

Les plus mauvais résultats dès que les limites ne 
portent pas sur des fonctions où les règles 
algébriques peuvent être appliquées



Un essai d’interprétation en terme 
d’habilités à adopter des points de vue 
(niveau de conceptualisation des étudiants)(niveau de conceptualisation des étudiants)

La procédure utilisée semble être souvent similaire, 
que la question concerne une suite définie par une fonctionque la question concerne une suite définie par une fonction 
ou bien une fonction



Un essai d’interprétation en terme 
d’habilités à adopter des points de vued habilités à adopter des points de vue 
(niveau de conceptualisation des étudiants)



Un essai d’interprétation en terme 
d’habilités à adopter des points de vued habilités à adopter des points de vue 
(niveau de conceptualisation des étudiants)



Bilan des questions sur les limites
• Les résultats confirment 

• les habiletés des étudiants dans les manipulations 
algébriques

• la disparition chez les étudiants du point de vue local, 
spécifique de l’entrée dans la démarche d’analysespécifique de l entrée dans la démarche d analyse

• MAIS AUSSI la dissociation des points de vue ponctuel et 
global chez les étudiants

Il ît• Il apparaît que 
• seuls quelques étudiants sont capables de passer d’un point de 

vue à l’autre
• la majorité des étudiants sont incapables de construire un 

raisonnement  avec l’un de ces deux points de vue, dès lors que 
les règles algébriques ne peuvent plus être appliquéesles règles algébriques ne peuvent plus être appliquées.

• Ils n’identifient plus ces deux points de vue possibles. Leur faire 
identifier les aideraient peut-être à entrer dans le local ?



• Décalages Ponctuel - Local• Décalages Ponctuel - Local
– Pas de distinction précise entre la limite en un point a et la valeur en ce 

point a d’une fonction f
L li i i à i d’ i– La limite est atteinte à partir d’un certain moment

– Équivalents (nuls ou non nuls) traités comme valeurs ponctuelles 
(une fonction nulle en zéro est équivalente à zéro)

– Passage automatique de Q à R dans les raisonnements par densité
• Décalages Global - Local

Dé l t li ité bi i lé l éb i t i– Développements limités bien manipulés algébriquement mais 
appliqués globalement

– Limites des taux d’accroissement traités algébriquement
– Absence de distinction entre théorèmes locaux et globaux 

(formules de Taylor-Young et Taylor-Lagrange)



Éléments de conclusion 
• L’enseignement de l’analyse au lycée en France s’est trop 

fortement algébrisé autour de règles opératoires, évacuant 
un certain relief des notions de l’analyse notamment lesun certain relief des notions de l analyse, notamment les 
fonctions (registres et points de vue notamment)
• Les fonctions semblent n’exister qu’algébriquement
• Difficile d’utiliser les autres registres comme outils de l’activité

• Ce manque de relief, notamment l’absence du point de vue 
local dans les pratiques des élèves semble un fortlocal dans les pratiques des élèves, semble un fort 
handicap à l’entrée à l’université 
• La complétude de R (atelier d’Imène Ghedamsi)

L’ d ti d f li• L’adoption du formalisme
• Jeu global / local à tous les niveaux (calculs, outils, formules…)

• Les lacunes repérées sur le maniement de la valeur 
absolue (certainement lié au manque de travail sur des 
encadrements) et sur la logique n’aident pasencadrements) et sur la logique n aident pas



6) Des évolutions depuis 20106) Des évolutions depuis 2010

• La réintroduction d’éléments de logique et 
d’algorithmique dans les programmes de g q p g
lycée depuis 2010

• Des évolutions dans les sujets de• Des évolutions dans les sujets de 
baccalauréat en 2010

• L’enrichissement des cadres de travail des 
fonctions avec les nouvelles technologiesfonctions avec les nouvelles technologies



L’introduction de la logique en 
seconde (programme de 2010)



L’introduction de l’algorithmiqueg q



Des évolutions au niveau du 
b l é t (j i 2010) 1baccalauréat (juin 2010) - 1



Des évolutions au niveau du 
b l é t (j i 2010) 2baccalauréat (juin 2010) – 2 



Merci beaucoup !



Interaction entre cadres 
é ét i t f ti lgéométrique et fonctionnel
•Une figure géométrique est construite, ici 

é ABCDun carré ABCD
•Un point mobile E est considéré sur l’un 
segment
•Deux surfaces peuvent être considérées, 
ici le carré DEFG et le triangle GAB
•GéoGébra affiche les valeurs numériques q
des 2 aires considérées, ce qui permet des 
conjectures préalables au travail algébrique

Plusieurs questions peuvent être posées aux élèves :
• Le choix d’une variable dont dépendent les aires considéréesp
• La variation des 2 fonctions ou de leur somme
• Les points réalisant des extremas
• Le point pour lequel les 2 aires sont égales ou dans un certain ratioLe point pour lequel les 2 aires sont égales ou dans un certain ratio



Vers une 
introduction d’uneintroduction d une 
épreuve pratique 
au baccalauréat :au baccalauréat : 

l’accès à la 
généricitégénéricité

• La valeur de k pour laquelle il n’existe qu’une solution est irrationnelle.
• Les étudiants ne peuvent qu’approximer la valeur recherchéeLes étudiants ne peuvent qu approximer la valeur recherchée 
• Le travail algébrique peut être supporté par le travail graphique
• Les valeurs des solutions sont également irrationnelles



D’autres recherches en cours…D autres recherches en cours…



Le travail du point de vue local 
dans le registre graphique 

Activité dans le cadre graphique 
nécessairenécessaire
Point de vue local nécessaire
Mise en fonctionnement
-Dérivabilité graphiqueg p q
-Notion de négligeabilité graphique


