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I ntroduction

Préliminaire en guise d’'introduction

Les questions relatives au théme « grandeurs » posées par les organisateurs du 18°
colloque de la CORFEM sont les suivantes :
* Peut-on préciser comment les grandeurs ont été réintroduites dans des domaines
de savoir et dans lesquels ?
* Quels objets mathématiques ont-ils été influencés par la prise en compte des
grandeurs ?
*Quelles sont les difficultés des éleves ? Quelles sont les difficultés
d’enseignement ? Quelles situations peuvent étre mises en place sur
I’ enseignement des grandeurs en lien avec cet objet ?

Il se trouve que ces questions recouvrent mes questions de recherche, a la différence
pres qu'elles concernent le second degré et que mes recherches sont centrées sur le
premier. Ja donc fait |I"hypothése, avec les organisateurs du collogue, que mon
expertise sur les grandeurs en primaire (Chambris 2012 a, 2010, 2009, 2008, 2007)
pouvait nourrir laréflexion actuelle sur laréintroduction des grandeurs au secondaire.

Ma connaissance de I’ enseignement secondaire est assez limitée. Pourtant, deux indices
obtenus par une premiére prise d'information, grossiere, sur les grandeurs dans le
secondaire me porte a croire que certains problémes d’ enseignement sont communs aux
deux « ordres » d’ enseignement :

* |e découpage des programmes mathématiques du secondaire,

* une partie des questions mises en avant dans ce collogque sont problématiques...

en primaire.

Je vais donc essentiellement essayer de montrer comment et pourquoi certaines des
guestions du collogque se posent dans I’ enseignement primaire et les réponses que |’y
apporte dans mes travaux de recherche. Dans la mesure ou certaines réponses montrent
une Situation assez peu satisfaisante en primaire, je ferai auss part de réflexions pour
envisager des évolutions — en primaire. Jai centré cette communication sur les points
qui me semblent particulierement adaptés pour une réflexion sur |’ enseignement
secondaire.
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Avant de nm'’ attaquer aux questions du colloque, je vais présenter les limites de ce
gue j’ étudie — qui constituent aussi un cadre pour les limites de cette communication —
puis mes références théoriques. Je m'intéresse donc aux relations des grandeurs aux
objets numériques (nombres, opérations, calcul, proportionnalité...) et non aux objets
géométriques. Mes techniques d'investigation sont essentiellement des études
curriculaires (contenus d’ enseignement) et |’ étude des connaissances des éléves de fin
de primaire. Globalement, mon travail vise a comprendre les relations actuelles entre les
grandeurs, les nombres et les opérations a |’ école primaire et aussi a envisager d’ autres
possibles. Je considéere que ces relations sont le produit de modifications de plusieurs
ordres qui ont eu lieu tout au long du 20° siécle : dans les mathématiques savantes, a
I’école et dans les pratiques de la vie courante pour le mesurage. Nombres de
modifications se sont cristallistes au moment de la réforme des mathématiques
modernes (années 1970). Aussi pour comprendre I’ état actuel des grandeurs, de leurs
relations avec les autres objets d’ enseignement, parait-il nécessaire de s'intéresser a la
période de la réforme des mathématiques modernes. Et, pour comprendre ce qui S est
passé au moment de la réforme, parait-il nécessaire de caractériser la situation
antérieure. Mon projet consiste alors a mettre en évidence |’ organisation curriculaire des
grandeurs, nombres et opérations en primaire, avant laréforme, les modifications que la
réformey aintroduites et leurs effets along terme sur |’ enseignement et I’ apprentissage
pour ensuite envisager des alternatives.

Une motivation pour cette contribution est auss celle de la continuité des
apprentissages entre le primaire et le secondaire. A minima, elle informe en effet les
formateurs du secondaire sur certains aspects de I’ enseignement en primaire actuel.

Cadre théorique

Dans mes recherches, j’ utilise principalement le cadre de la Théorie Anthropologique
du Didactique (TAD) développée par Chevallard (1997). Dans ce cadre, |” écologie des
savoirs permet d étudier les conditions de vie des objets d’ enseignement : comment ils
vivent et avec qui, comment ils naissent et meurent. Retenons qu’ en regle générale plus
un objet est relié ad autres, mieux il vit !

La praxéologie est une notion centrale dans la TAD. Une praxéologie permet de
décrire une pratique au moyen de quatre composantes complémentaires, a savoir un
type de téches ¢’ est-a-dire un ensemble de problemes qui se ressemblent en ce sens
gu’ils peuvent étre traités a I’ aide d’ un méme type de techniques, |a technique pouvant
étre justifiée al’ aide d’ une technologie, discours justificatif qui est lui-méme justifié par
la théorie. La théorie n’apparait parfois qu’'a l’ état de traces, dans un état évanouissant.
L es agencements des types de taches et des techniques via des technologies communes
sont les outils-clés pour décrire les relations entre les objets d’ enseignement, C est-&
dire |’ écologie des praxéologies.

Jen viens aux questions posées par les organisateurs du colloque et a leur
« transposition » dans le cadre du primaire.

Lesquestions

L’ exposeé des questions du colloque est précéde de quelques lignes qui les mettent en
perspective :
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Pendant de nombreuses années, les grandeurs ont été peu présentes dans les programmes
de collége et de lycée. Elles ont été réintroduites en 2005 (a la suite des programmes de
2002 de I'école primaire) et ce, de fagon importante, puisque gqu'une rubrique du
programme s'intitule « Grandeurs et mesures ».

La premiere question est alors: « Peut-on préciser comment les grandeurs ont été
réntroduites dans des domaines de savoir et dans lesquels ? » (nous soulignons).

A premiére vue, il existe une différence majeure entre les domaines grandeurs et
mesures du primaire et du secondaire. Il n'est en effet pas question de parler d’une
réintroduction des grandeurs en primaire. Contrairement a celui du secondaire, le
domaine mesures de primaire nait en 1970. Pourtant, cette différence peut-étre
fondamentale au regard des questions du colloque est sans doute moins importante qu’il
n'y parait de prime abord, en tout cas si on prend une échelle de temps assez longue.
Plus précisement, |’ existence d’un domaine mesure en primaire pendant 35 ans et son
inexistence dans le secondaire dans la méme période sont trés probablement deux
manifestations différentes du méme phénomene. Une manifestation de ce phénoméne
pour le primaire est paradoxaement la création du domaine mesure dans le programme
de 1970 de mathématiques.

Pour gu’ elle résonne avec I’ école primaire, je transforme donc d abord la premiére
guestion de la fagon suivante : peut-on préciser comment, en 1970, les grandeurs ont été
exclues des différents domaines de savoir et desquels ? Et je la prolonge comme suit :
peut-on préciser, comment a partir des années 1980, les grandeurs ont été réintroduites
dans des domaines de savoir et dans lesquels ?

Parallelement, je transforme la deuxiéme question : quels objets mathématiques ont-
ils été influenceés par |’ exclusion et laréntroduction des grandeurs ?

Pour le dernier aspect, je ne retiens que les deux premieres questions : quelles sont
les difficultés des éléves ? Quelles sont les difficultés d enseignement ? Cet aspect sera
spécifique a un objet particulier : I’ éude du systéme métrique et son pendant du coté
des nombres, la numération de position.

Ce texte comprend ainsi trois parties qui correspondent a un découpage temporel.
D’abord, j’éudie comment, en primaire, les grandeurs ont été exclues en 1970 de
différents domaines de savoir et quels sont les objets qui ont été influencés. Jindique
aussi des consegquences possibles en termes de difficultés d enseignement. Ensuite,
j" étudie comment les grandeurs ont été réintroduites a partir de 1980 et quels sont les
objets qui ont été influencés. Enfin, je m’intéresse plus précisement a certaines
difficultés actuelles d’ enseignement et d’ apprentissage plus particuliérement relatives
au systeme métrigue (et alanumeération !).

1970 et avant : lesgrandeurs, comment et avec qui ?

Pour commencer, je vais donc non pas évoquer la « réntroduction » des grandeurs mais
plutdt leur exclusion, ou plus précisément une serie de phénomenes qui se manifestent
dans le programme de 1970 de primaire. Que peut-on donc dire de I’exclusion des
grandeurs en 1970 ? Quels sont |les objets concernés ? En termes d’ écol ogie des savairs,
guelles conséquences cet événement peut-il avoir ?
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Avant 1945 : unethéorie des grandeurs

Bronner (2008) étudie le numérique dans le secondaire comme produit des
transformations curriculaires depuis 1850. Il observe une grande stabilité jusqu’en
1947 : une théorie de la mesure des grandeurs fonde I’ étude des nombres. Les manuels
d’ arithmétique commencent généralement ainsi :

Mesurer une grandeur, c'est sen faire une idée précise en la comparant a une autre
grandeur de méme espece, que I'on connait. [...] Le résultat de la comparaison d'une
grandeur & son unité sexprime par un nombre. (Guilmin 1855, cité par Bronner 2008,
p.26)

Il est connu que les ordres d’ enseignement primaire et secondaire étaient étanches avant
1945. Toutefois, les programmes pour les petites classes du secondaire et pour les
niveaux correspondants de primaire sont communs depuis 1925. Il y a ains peu de
raisons que, Sil en existe, des appuis mathématiques théoriques différents fondent
I” enseignement des nombres des deux ordres.

Lafigure 1 tirée d’ un manuel scolaire des années 1940 montre comment les nombres
apparaissent comme des mesures de grandeurs (discretes ou continues) et comment les
opérations sur les nombres sont « tirées » des opérations sur les grandeurs.

1. Ajouter des collections.

11 y a3 poires sur une as- Paul met ses 2 poires avec les 3
siette et 2 poires dans la main de poires de l'assiette : il réunit les
Paul. deux collections de poires.

Paul compte les poires: il yen a 5 en tout.
En ajoutant 2 poires a 3 poires, on obtient 5 poires.

2. Ajouter des longueurs. — Louis avail deux morceaux de
canne a péche :
I'un de 3 métres I'autre de 2 métres.

Il ajoute ces morceaux l'un a l'autre en les mettant bout @
bout.
r - : = ———
' 2 3 [ métre 5
Il mesure la longueur de la canne. Il compte les métres. Il y en
a 5 en tout. En ajoutant 2 métres & 3 meétres, on obtient 5 métres.

3. Addition de nombres. — Qu’il s'agisse do poires ou' de
vaeures, (rois et deux font cing.
Compl(:r que 3 et 2 font 5, c'est faire une addition.
Aulien de.3 et 2 font 5
i !
vn éerit @ 3 + 2 = 5
ce qui se lit : 3 plus 2 égale 5.

Figure 1 — Extrait de Marijon A. et al. 1947, p. 14, 4° lecon Addition - CE1
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L’ «exclusion » des grandeursen 1970

La création du domaine mesure en 1970 en primaire

L’ étude du programme de 1970 permet de mieux cerner la rupture entre les grandeurs et
les nombres lorsgu’ elle est introduite. Avant 1970, il y a I’arithmétique. En 1970, en
remplacement de I’ arithmétique, on crée deux domaines : la mesure et le numérique, qui
apparaissent ainsi comme les deux faces d’ une méme piece?.

La rupture discret / continu

En 1970, dans le numérique, les nombres, méme non entiers, mesurent le discret. Dans
le domaine « mesure », ils mesurent le continu. Par exemple, |e programme propose une
approche des décimaux, identique dans le « numérique » et « mesure », en mesurant les
grandeurs (respectivement discretes et continues) mais sans les fractionner. La
« définition » est donnée avec la mesure des grandeurs discrétes :

Une ville compte 10 850 habitants. Le millier étant choisi comme unité, la population
s exprime par le nombre décimal 10,850. (Instructions officielles de 1970)

Elle est reprise dans le continu :

Prenons comme unité le carreau (...) aire A = 28 (...). Si on choisit comme unité de
surface un rectangle de dix carreaux, |I’aire de A est le nombre 2,8. (1bid.)

Cette construction n'est pas satisfaisante sur le plan mathématique. On a essayé
toutefois, par ce moyen, de créer une étude des nombres non entiers qui ne S appuyait
pas sur le fractionnement, un peu comme dans la théorie savante ou les réels sont
construits a partir des entiers. Cette scission du domaine « arithmétique » manifeste
donc un changement de théorie de référence.

La «numérisation » : les opérateurs dans les thémes fractions et proportionnalité,
les opérations sur les nombres

Précisons toutefois que le traitement de la proportionnalité échappe a la dichotomie
discret / continu, mais il participe d’un autre ordre de modifications. En effet, une autre
dimension fondamentale des changements de 1970 est la suivante. Jusgu’ en 1970, les
opérations, les fractions, les relations de proportionnalité impliquent de prés ou de loin
des opérations sur les grandeurs (méme s cette affirmation mériterait d étre nuancée
pour le programme de 1945). Citons par exemple les opérations sur les nombres
concrets (qui sont des grandeurs), les fractions de grandeurs, le traitement de la
proportionnalité avec la théorie des rapports et la multiplication externe d’ une grandeur
par un scalaire jusgu’en 1938 auxquels s gjoute a partir de cette date I’ utilisation des
produits et quotients de grandeurs (Whitney 1968). Dans le programme de 1970, les
opérations sur les grandeurs disparaissent, les relations de proportionnalité et les
fractions sont considérées comme des opérateurs numeériques agissant sur des series de
nombres et les quatre opérations s appliquent exclusivement aux nombres. L’ exclusion
des opérations sur les grandeurs a été maintenue jusgue tres récemment.

2 Plus précisément, le domaine « mesures » de 1970 est constitué par ce qui relevait du continu dans
« I"ancienne arithmétique » et des grandeurs géométriques (aire et volume) de « I’ ancienne géomeétrie ».
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Les savoirs de référence depuis 1970

En fait, c’est aujourd’hui encore «le numérique» qui gouverne |’ enseignement des
nombres, des opérations et de la proportionnalité ; le « numeérique », C'est-a-dire, ici,
une théorie des nombres non entiers fondée sur les entiers et une théorie des fonctions
linéaires numeériques. || N’y a pas eu de changement de théorie de référence pour |’ étude
des nombres et des opérations apres 1970.

Ecologie : interactions entre les objets, entre les grandeurs et |es objets

Avant la réforme

Depuis 1923, |” enseignement du systéme meétrique est mélé a celui des nombres dans les
programmes :

Il faut signaler (pour le cours éémentaire) une intention qui se manifeste dés la premiére
ligne: « Numération décimale, le métre, le gramme... ». Quand on donnera en classe le
principe de la numération décimale, aprés I'exemple des nombres ordinaires (dix unités
valent une dizaine), on goutera aussi, sans retard, les exemples tout a fait pareils: dix
meétres valent un décamétre, dix grammes valent un décagramme. Ainsi le systéme |égal
des mesures, systéme décimal, appuiera lalecon sur la numération.

L'étude des sous-multiples du métre, du gramme, se fera plus tard, quand on aura a parler
des nombres décimaux. (Instructions officielles de 1923)

De plus, une théorie de la mesure des grandeurs pour fonder le numérique est
susceptible de favoriser |’ existence de relations entre grandeurs, nombre et opérations.
En effet, avec une telle théorie, I'éude des nombres, c’'est |’ étude des mesures de
grandeurs.

Aussi, I’existence d’une théorie des grandeurs pour asseoir I’ étude des nombres et
des opérations améne a supposer que jusgu’ a laréforme, les grandeurs (dont le systeme
métrique) ont éé finement associées a |’ étude des nombres et des opérations. La
création du domaine mesure en 1970 est alors symptomatique de la destruction de ces
relations.

Le programme de 1970 : ruptures et créations de liens

L’ examen des modifications introduites par le programme de 1970 montre des ruptures
possibles:
* au sein de la géométrie, puisque la proportionnalité migre dans le numérique (ce
théme autrefois réparti entre la géomeétrie pour les échelles et |’ arithmétique pour
les autres questions se retrouve intégralement dans le « numérique »),
* |e systeme métrique étudié dans le nouveau domaine « grandeurs et mesures » se
trouve seéparé de lanumération qui est étudiée dans e domaine numérique,
* |a théorie « numérique » sépare I’ é&tude des grandeurs de celles des nombres et
des opérations. Elle est ains susceptible de modifier les relations entre ces objets.
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Figure 2 — Extrait de (Chéatelet A. et al. 1932, p. 160 - CE

La confrontation des figures 2 et 3 permet d’ appréhender le réle des grandeurs dans la
justification des techniques de calcul avant la réforme (1932), ici la justification de la
technique de multiplication par 10. L’ absence de grandeurs (en 2010) est compensée par
desrégles de calcul sur les nombres.

La modification des savoirs de référence provoque ainss des modifications
importantes dans |'agencement des «gros» domaines d enseignement. Ces
modifications sont susceptibles d’ avoir engendré des bouleversements majeurs dans les
relations entre les objets, dans |’ enseignement.

L’ unification du traitement de la proportionnalité a-t-elle fait apparaitre, a terme, de
nouvelles relations dans le numérique ? De nouvelles relations sont-elles apparues au
sein du domaine « mesures » ?
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Mutltiplier par des multiples de 10,
de 100, de 1 000

Objectifs : comprendre les régles de multiplication par des muitiples de 10, de 100, de 1 000. S'entrainer 3 les utiliser.
)écouverTe
o Calcule : 8 x 40 puis 60 x 30.

0 Voici comment Leila calcule 8 x 40 et 60 x30 :

8 x40 60 x 30 g Dans un produit, on peut cho{sT\'
8x40=8x4x10 60x30=6x10x3x 10 lordre dans lequel on effectue
- = les multiplications. Exemple :
8x40=32x 10 60x30=6x3x10x 10 6x10x3x10=6x3x10 x10. |
8 x 40 =320 60 x 30 = 18 x 100 = g '
60 x 30 = 1 800 | 3

Compare avec ton calcul.

@ Calcule : 7 x 50 et 30 x 20 avec la méthode de Leila.

XXX B

@xercices
1 Calceule. 2 Compléte.
a.50x6 d. 3 x 600 g.40 x 20 a....x 50 =200 d...x75=1500
b.3x70 e. 8 x 2000 h. 300 x 60 b.20 x ... = 1 000 e ..x60=180
€. 400x5 f. 9000 x2 i. 90 x 30 ‘ c. 25x...=1000 f. 50 x ... =3 000
3 Recopie la bonne réponse. 4 Recopie et compléte la table.
a. Un CD colte 12 €, 10 CD coltent ; x 5 10 20 40
1200€ 22€ 120€ 1210€ | [ 180 ]
20
b. Un vélo colite 100 €, 5 vélos coatent : 7300 |
150€ 500€ 105€ 5000€ 60 |

quatre-vingt-neuf « 89

Figure 3—Peltier M.L. et al. 2010, p. 89 - Euro Maths CE2

1980 et aprés: lesgrandeurs, comment et avec qui ?

Comment les grandeurs ont-elles éé réintroduites a partir de 1980 dans différen_ts
domaines de savoir ? Quels objets ont-ils été influencés ? Pour éudier ces questions, je
me réefére essentiellement a des textes officiels.

Lestextes officiels

Pour le secondaire, j'ai consulté le document d accompagnement des programmes
« Grandeurs et mesures au collége » paru en 2007. Ce texte est parait-il atypi que dans
son genre littéraire, il contient notamment plusieurs théories mathématiques relatives a

différents objets (annexe 1).
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Pour le primaire, les textes qui me servent de références sont les programmes et les
instructions « de 1980 » (publiés en rédité de 1977 a 1980) et ceux de 2002 (la
publication des documents d’ accompagnement s échelonne jusqu’ en 2005). Pour 2002,
plusieurs textes concernent les grandeurs ou leur mesure :
*le document d application des programmes reprend chague rubrique du
programme, notamment les compétences du domaine mesures, en donnant des
pistes pour I’ é&ude ;
* dans la série des documents d’accompagnement (DESCO 2005), un texte est
relatif au domaine mesure (Grandeurs et mesure a |’ école élémentaire), un autre a
laliaison école college, il évoque notamment la proportionnalité.

En particulier, le calcul avec les unités métriques est « réhabilité » (et méme encourage)
en 2005 :

Il est donc légitime et correct d’ écrire des égalitéstelles que :

1 m=100cm, 1km=1000m.(...)

Puisgue les grandeurs considérées (longueurs, aires, volumes, durées, masses) peuvent
s additionner, se soustraire, étre multipliées ou divisées par un nombre, les écritures
suivantes sont correctes et leur utilisation est recommandée :

3cm+ 15 mm=30mm + 15 mm=45mm=4,5cm. (...) (DESCO 2005, p.82)

Lesréintroductionslocales des grandeurs de 1980 a 2002

Depuis 1980, les instructions prescrivent |'étude des fractions par la mesure des
grandeurs d’ objets (des taches) et, depuis 2002, des techniques de résolution pour la
proportionnalité qui impliquent des opérations sur les grandeurs.

Le retour des grandeurs dansle numérigue : la proportionnalité

Depuis 1970, le « numérique » est le savoir savant de référence. En 1970 et en 1980, la
proportionnalité est traitée avec des tableaux de nombres puis des fonctions numeériques.
En 2002, lesinstructions officielles présentent a propos de la proportionnalité, puis dela
multiplication par un décimal, des « raisonnements personnels » du type suivant :

Il faut mettre 400 g de fruits avec 80 g de sucre pour faire une salade de fruits. Quelle
guantité de sucre faut-il mettre avec 1000 g de fruits ?, les raisonnements peuvent étre du
type:

* pour 800 g de fruits (2 fois plus que 400), il faut 160 g de sucre (2 fois plus que 80)
(...). Pour 1000 g (800 g + 200 g) de fruits, il faut donc 200 g (160 g + 40 g) de sucre;

* |amasse de sucre nécessaire est cing fois plus petite que la masse de fruits ; il faut donc
200 g de sucre (1000 : 5 = 200).

Ces « raisonnements » constituent deux techniques pour la résolution des problemes de
proportionnalité : linéarité et coefficient. Bien que le savoir savant de référence soit le
«numérique », ces deux techniques font appel a des opérations sur les grandeurs
(d’ailleurs, incompletement formulées dans les instructions officielles, comme on le voit
dans les extraits) : addition de grandeurs et multiplication (ou division) d’une grandeur
par un scalaire.

Leretour des grandeurs dans le numérique : les nombres non entiers

En fait, en 1980, les instructions réintroduisent discrétement les grandeurs dans le
numérique. Plus précisément, c'est le « continu» qui est réntroduit pour étudier les
décimaux et fractions. Il s'agit alors de proposer aux ééves des « situations » qui leur
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permettront de « prendre conscience de la nécessité de disposer de nouveaux nombres ».
Cette approche est confirmée par les programmes suivants. Ce n’est cependant qu’en
2002 gue les grandeurs apparaissent explicitement, plus précisément les longueurs et
aires, par exemple:

(...) utiliser, dans des cas simples, des fractions ou des sommes d’ entiers et de fractions
pour coder le résultat de mesurages de longueurs ou d'aires, une unité de mesure étant
choisie explicitement.

L es nombres non entiers sont donc introduits comme des mesures de grandeurs.

L’ émergence de « théories » des grandeurs dans le numérique

Depuis 1970, le numérique est le savoir savant de référence. Pourtant, dans les
programmes, depuis 1980, on prescrit |’ étude des fractions par la mesure des grandeurs
et, en 2002, des discours judtificatifs sur la proportionnalité qui impliquent des
opérations sur les grandeurs. Ces éléments sont officiellement réintroduits pour
favoriser la construction des savoirs par les éleves. Une particularité de ces objets
didactiques réintroduits (taches et justifications) n'ont pas de correspondance
mathématique immédiate dans |la théorie savante du « numeérique » qui ne comporte pas
de grandeurs.

Je cherche aors a rapprocher d’'une théorie mathématique ces taches et discours
explicatifs impliquant des grandeurs. J utilise une théorie mathématique qui n’est pas le
savoir de référence mais un savoir « dérivé », la théorie des grandeurs dével oppée par
Rouche (1992, 1994) au début des années 1990. Les taches et discours réintroduits
sinscrivent bien dans cette théorie. Ceci permet de rapprocher les différentes
composantes des praxeol ogies enseignées : taches, techniques, discours justificatifs et la
théorie mathématique (des grandeurs).

Les évolutions des « théories » des grandeurs dans le domaine mesure

Dans le programme de 1970, il n'y a pas vraiment de théorie des grandeurs sous-jacente
mais I’ approche préconisée pour |’ étude est assez structurée. On évoque les questions
de comparaison et on cite explicitement, mais brievement, les quatre opérations (sur les
mesures!) :

Certaines expériences conduisent a effectuer la somme (ou la différence) de deux
mesures, le produit (ou le quotient) d'une mesure par un nombre entier.

En 1980, dans le domaine « mesurer », les grandeurs réapparaissent. On dégage les
notions de grandeur et de mesure d’ une grandeur et méme « |’ addition » de grandeurs.
On utilise ces mots et les trois niveaux, objet, grandeur et mesure.

Plusieurs indices conduisent cependant a penser que les grandeurs ici réintroduites ne
doivent pas étre considérées comme mathématiques :
* une bonne partie des activités est située dans la partie « activités d éveil », par
exemple égalité et somme de longueurs au CE,
* 0N écrit dans la partie « mathématiques », alafin du theme mesurer, que :

Certaines activités ne relévent pas spécifiquement des mathématiques, bien que
traditionnellement proposées dans les programmes ; par exemple la lecture de I’ heure ne
doit pas étre dissociée de la notion de durée mise en place au cours des activités d’ éveil.

* enfin, on écrit :
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[Les activités] doivent permettre une premiére prise de conscience de la notion de
grandeurs mesurables, celles pour lesquelles on sait définir sur les objets une opération
induisant une addition sur les nombres qui expriment leur mesure. (Les grandeurs pour
lesquelles on ne sait pas définir une telle opération sont des grandeurs « repérables » ;
exemple les températures.)

Lathéorie développée est donc « grandeur repérable / grandeur mesurable ». Elle est en
usage en physiqgue, méme s elle a été axiomatisée, de fagons diverses, par des
mathématiciens. 1l semble donc qu’on donne aux grandeurs un statut d’objets de la
physique.

Par ailleurs, la caractérisation indiquée, une addition sur les objets qui induit une
addition sur les mesures, implique gque les nombres préexistent a la notion de grandeurs
mesurables. Cette approche théorique n'est pas compatible avec I'utilisation des
grandeurs pour définir les nombres non entiers. Elle ne semble pas favorable a une
articulation entre utilisation des grandeurs dans « Mesurer » et dans le numérigue.

Enfin, I’ addition est |a seule opération sur les grandeurs qui soit étudiée et les calculs
se font sur les nombres exprimant des mesures.

En 2002, I’ étude des grandeurs dans la rubrique « grandeurs et mesures » ne releve
plus de I’ approche grandeur repérable / grandeur mesurable. 11 n'y a plus, explicitement,
d’ addition de grandeurs. Plus généralement, a |’ exception des fractions d’ angle droit, on
ne parle pas d opérations sur les grandeurs dans cette rubrique. Les instructions
indiquent un programme d’ étude. On met |” accent sur les procédés de comparai son sans
la mesure. On prescrit du mesurage, en unités arbitraires ou non selon les grandeurs,
avant I'utilisation des unités usuelles. Enfin, un troisieme type d’ activités consiste a
utiliser ou prendre des informations pour en déduire, par calcul, d autres mesures. Ces
activités peuvent solliciter n'importe laquelle des quatre opérations sur les grandeurs
continues, par exemple le découpage-recollement met en jeu I’addition ou la
soustraction des aires mais ces opérations ne sont pas |’ objet d’ un apprentissage signalé
par le programme.

Les problemes théoriques posés par I’ articulation entre les grandeurs du domaine
mesure et celles du numérique ont disparu, de fait, en 2002 car on n'utilise plus
I’additivité de la mesure pour caractériser les grandeurs. Néanmoins, aucune
caractérisation genérale des grandeurs n’est indiquée. De plus, de quatre opérations
explicitement objet d enseignement dans le domaine mesure en 1970, il n’en reste
gu’ une en 1980 et aucune en 2002.

Des taches possibles pour la formation des PLC ?

Ces différents ééments d analyse des programmes permettent d envisager des taches
pour la formation des PLC. En particulier, il pourrait s agir de leur proposer d articuler
des éléments « théoriques » mathématiques et des techniques d enseignement (et leurs
justifications).

Par exemple, pour ce qui concerne la proportionnalité, on peut demander de mettre
en relation les techniques de résolution proposeées dans le programme de primaire
(document d application 2002) et les éléments théoriques du texte « grandeurs et
mesures au college » relatifs aux fonctions linéaires (page 34) ou une théorie des
grandeurs du type Rouche (1992).

145



Atelier — C. Chambris

On peut aussi demander d’interpréter, via une théorie des grandeurs, la technique de
résolution des « produits en croix ».

Concernant les nombres non entiers, il peut s agir de mettre en relation (en allant ou
pas jusqu’a la question de I'irrationalité) les constructions « savantes» des nombres
(rationnels ou réels) et les reconstructions a partir des grandeurs (Rouche 1992,
Lebesgue 1975) ou encore de mettre en relation ces reconstructions théoriques et des

éléments d’ enseignement (tache, techniques ou justification -technologies-)

Quelles sont les difficultés des ééves ? Quelles sont les difficultés d’ enseignement ?

Dans cette derniére partie, je vais présenter des ééments sur I’articulation entre
numeération et systéme métrique. On |’avu dans la premiére partie, les deux thémes sont
deux domaines distincts dans |’enseignement actuel, et ce depuis 1970. Les
connaissances des éléves sur le systéme métrique ont été évaluées a plusieurs reprises
dans les évaluations a I'entrée en 6°. Par exemple, voici les résultats de deux items
proposés plusieursfois:

réponse | 2002 | 2003 | [réponse | 2005 | 2006 | 2007

5000 80,1 | 77,91 |5000 61,41(60,38| 62,0
Autre 15,3 16,8 | Autre 34,05134,70| 33,8

Absence 4.6 5,3| |Absence | 4,54| 4,92| 4,2

Figure 4 — Lesrésultats de deux items dans les évaluations a |’ entrée en 6°

L’ échec a la conversion de kg en g a partir de 2005 est plus important qu'a la
conversion des km en m avant 2003. |l est peu probable que ces éléments s expliquent
par une baisse brutale des performances des éléves entre les deux dates mais plutét par
lefait qu'il S'agit de deux grandeurs différentes. Convertir des km en m serait ainsi plus
«facile» que convertir des kg en g. Ceci pourrait s expliquer avec des raisons de
« familiarité » avec la grandeur et avec les unités: le gramme et |a masse sont moins
« fréguentés » que le metre et lalongueur.

Ces deux conversions n’ apparaissent ainsi pas nettement reliées |’ une al’ autre par le
préefixe kilo qui signifie mille. Par ailleurs, dans une étude complémentaire, réalisée en
2006 sur 273 éleves en fin de CM2, 15 % des éleves écrivent 5 kg = 500 g (Chambris
2008).

Ceci m'amene a évoquer le lien entre la numération et le systeme métrique dans
I”enseignement. Voici deux extraits d’ un méme manuel scolaire de CE2 (année au cours
de laguelle on commence a étudier les nombres entiers au-dela de mille) (Figures 4 et
5). On observe que le traitement des deux themes est tres différent notamment pour le
remplissage des tableaux et les types de décompositions. Le tableau de numération est
complété avec des zéros ce qui n'est pas le cas de celui de systeme métrique. Les
décompositions en systeme métrique comportent des Ecritures Chiffrées des Puissances
de Dix (ECPD) la ou les décompositions de numération comportent des unités
métriques.
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Tablea 1 de décomposition des nombres
mille (milliers) unités
C d u C d u
3 5 7 4 8 9 - 357 489
3 0 0 0 0 0 300 000
5 0 0 (0] 0 50 000
7 0 (0] 0 ? 7 000
4 0 0 400
8 0 80
357 489 = 9 9
300 000 4 50 000 + 7000 + 400 + 80 + 9
(3x 100000) + (5x 10000) +(7x 1000)+ (4 x 100)+ (8x 10)+(9x 1)

Figure 5 — Champeyrache et al. 2002, p. 133 - Nouveau Math Elem CE2

Svsieme

1 000 métres = 1 Kilometre 1 000 m = | km
km hm dam m dm c¢m mm 100 métres = 1 hectometre 100 m= | hm

4 3 7 10 metres = 1 décametre 10 m =1 dam

[P B

| 8

Exemples : @ 4 km 5 hm 7 dam 2 m = 4 572 metres @ 318 cm = 3mldmS8cm

Figure 6 — Champeyrache et al. 2002, p. 60 - Nouveau Math Elem CE2

Existe-t-il d’autres fagons de faire qui mettraient davantage en évidence le role de la
numeration dans la définition des unités métriques ? Entre 1923 et 1970, numération et
systeme métrique étaient dans un seul « domaine », il est alors intéressant d’ étudier le
traitement de ces themes dans des manuels scolaires antérieurs a la réforme pour
commencer arépondre a cette question.

Voici maintenant plusieurs extraits (annexe 2) d’un manuel du cours éémentaire du
début des années 1930. Concernant la numération, on remarque qu’il n'y aucune
décomposition en ECPD. En revanche, ¢’ est |e point nous semble saillant, on trouve des
conversions dans les legons de numération : exercices 186 a 188, par exemple. Des
exercices de méme forme se trouvent aussi dans les lecons de systeme métrique 239 a
241 par exemple. Le « cours » sur le systéme métrique référe ala numeération :

Dans I’ écriture d’ un nombre exprimant des longueurs, si le metre est pris pour unité,
les hectomeétres s écrivent au rang des centaines. (Boucheny G. et al. p.52 — CE)

Il ne faut tirer de ce propos que « €' était mieux avant ». Mon but consiste a montrer
gu’il existe au moins une fagcon d’enseigner des liens entre numération et systeme
métrique. C'est la signification que j accorde aux téches «communes» mises en
évidence avant la réforme (les conversions en numeération et systéme métrique), ces
liens se manifestent auss dans les «cours» de systéme métrique qui réferent
explicitement a la numération en [ui empruntant notamment son lexique. Les liens de
cette forme entre numération des entiers et systéme métrique sont inexistants dans
I’enseignement actuel. En particulier, il n'y a pas de conversion dans |’ enseignement
actuel de la numération. S'il existe des liens ayant d autres formes, je n’ai pas réuss a
les repérer.
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Sur certains points notamment, les connaissances des éleves sur la numération des
entiers (Parouty 2005) et en systeme métrique semblent médiocres. Un levier pour agir
sur la situation est peut-étre le renforcement des liens entre numération et systeme
métrique : les connaissances dans les deux domaines étant alors susceptibles de se
renforcers.

Conclusion

Les éléments apportés par ce texte concernent les relations entre les nombres et les
grandeurs en primaire. L’ approche développée inclut une perspective historique. Elle
permet d envisager d’ autres possibles que la situation actuelle.

Les instabilités relatives au domaine mesure et la pénétration progressive des
grandeurs dans le numérique depuis 30 ans identifiées dans ce texte trouvent leur
origine dans la séparation des nombres des grandeurs au moment de la réforme, le
domaine mesure étant un avatar de cette séparation. Quelle signification accorder alors a
la création du domaine mesure dans le secondaire 40 ans apres laréforme ? S agit-il de
juxtaposer un certain enseignement des grandeurs a dautres enseignements:
numérique, géométrique, statistiqgue? Sagit-il au contraire darticuler les autres
domaines a ce nouveau domaine mesure, plus profondément par exemple de penser un
enseignement des nombres, des opérations, de la proportionnalité voire des statistiques
ou de la géométrie qui S appuieraient sur les grandeurs? Notre connaissance du
secondaire ne nous permet pas de le dire. Toutefois, nos recherches sur le primaire
montre qu’ une telle articulation ne peut étre ssmple a mettre a en ceuvre et qu’il ne suffit
pas de décréter I'existence du domaine mesure, ni méme |I’enseignement d’ une ou
plusieurs théories de la mesure des grandeurs pour qu’ une telle articulation s opére.
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Annexe1: extraits du document d’accompagnement des programmes: grandeurs
et mesures au collége (DGESCO 2007)

Nombreuses sont les références proposant une théorie des grandeurs’. Pour préciser la
notion d’espece de grandeurs, on suppose connu un ensemble X d’objefs et une relation
d’équivalence ~ sur X qui définit une certaine espéce de grandeurs (volume, longueur, etc.) :
deux objets x;, x, appartenant a X qui sont équivalents seront dits avoir méme grandeur
(Il existe en général plusieurs relations d’équivalence intéressantes définissant autant
d’espéces de grandeurs différentes). Pour des raisons qui s’éclairciront plus tard, on supposera
que chaque classe d’équivalence est infinie.

On suppose d’abord qu’on a défini sur X, ensemble des objets, une relation de
préordre total < associée a ~, ¢’est-a-dire telle que, pour tous x, v, z :

- un et un seul des énoncés x <y, ¥y < x, x ~y est vrai ;

- six<yety<czalorsx<z.

En d’autres termes, on suppose qu’on peut dire que deux objets ont méme grandeur ou non,
et, dans ce dernier cas, on peut comparer ces deux objets.

[..]

On suppose ensuite qu’on a défini sur X une addition, notée @. Cette addition sur les objets
n’est pas partout définie : il est en effet impossible d’ajouter un objet a lui-méme” :

x@®y est défini si, et seulement si, x #y :
six #y, alors x®y ~ y@x, et si, de plus, x # z et y ~ z, alors xBy ~ xPz :
s1 (xBy)@z et xB(vPz) sont définis, alors (xPy)Dz ~ xD(yD2).

Ces axiomes sont en effet choisis de manieére a correspondre au mieux aux objets physiques et
aux opérations qui les concernent, et de maniere a pouvoir définir I’addition des grandeurs
associées, c’est-a-dire des classes d’équivalence. On suppose enfin que sont satisfaites trois
conditions unissant ~, < et @ :

- six#y,alorsx <x®y ;
- six =<z, alors 1l existe y tel que x®y ~ 2 ;

- pour tout x et tout entier » € N*, il existe yi, ..., ¥, tels que y1~ ...~V
n® ... Dy, est défini et x ~ y1D...Dy,. (On comprend ici pourquoi on a SUppose
que chaque classe d’équivalence est infinie).

On désigne par G (comme grandeur) I’ensemble des classes d’équivalence pour ~ dans X,
noté X/~. Dans la suite, la classe de x est notée ¥. A partir de la structure (X, ~, <, @) ainsi
supposée, on définit alors sur G :

- unordretotal : X <ys’ilexistex’ € Xety € ¥ tel quex’<y’.

- une addition : X+ ¥ est 'ensemble des - tels que z ~x’® y’, oux’ € Xety’ e 7.

On définit 1a multiplication par un entier » a ’aide de ’addition itérée.

- une soustraction : X — ¥ est I'unique élément de G qui, ajouté 2 ¥ donne X.

- une divisionparn € N* :le quotient de X par »n est y ouy est tel que
V=V~ ...~y avecx ~ y1D... Dy,.

DGESCO 2007, pp. 3-4, Objets, grandeurs, mesures
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Dé&finition des grandeurs empruntée a (Rouche 1994). (Rouche 1992) propose une
définition des rationnels et de la proportionnalité a partir de ce cadre.

* Pour une eau sucrée, a un volume d’eau v dL, il correspond une masse de sucre,
que nous noterons provisoirement “m. pour v dL”.
On a alors :
m. pour (v +v”) dL =m. pour v dL + m. pour v’ dL
m. pour kv dL =k x m. pour v dL,
Par ailleurs, si on connait la concentration en sucre, par exemple 2.5 g/L :
m. pourvdL=2.5g/dL xvdL=2.5v¢g
De telles formulations, qui fournissent des moyens de résolution a adapter selon le
niveau d’enseignement (la derniere fait intervenir une grandeur quotient). ont déja
été évoquées comme une alternative au tableau de proportionnalité. Elles
conduisent a considérer une fonction, notée symboliquement m.. qui a v dL
associe 2.5v g, ce que l'on peut noter m. (vdL) = 2.5v g ou symboliquement
v dL  2.5v g, fonction qui modélise la situation en termes de grandeurs.
* A une masse m kg de fromage. il correspond un prix. que nous noterons
provisoirement “p. de m kg”.
On a alors :
p.-de (m +m’)kg=p.demkg+p.dem’ kg
p.-dekmkg=rFkxp.demkg,
Si par ailleurs, on connait le prix au kilogramme, par exemple 16 €
p-demkg=16 €/kg xmkg=16m €.
On est conduit a mettre en ceuvre une fonction, notée symboliquement p. qui a
m g associe 16m €. ce que 1’on peut noter symboliquement p. (m g) = 16m €, ou
encore m g — 16m €, fonction qui modélise la situation en termes de grandeurs.

DGESCO 2007, p.34, 7.1 Calcul sur les grandeurs et fonction linéaire
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