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Introduction

Objectifs
@ Présenter précisément |'objet « implication » et ses différents cadres.

@ Montrer que ces différents cadres sont indispensables a la bonne appréhension et
compréhension de |'implication.
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Introduction

Déroulé :

= Temps 1 : Résolution de quelques amuse-bouches
= Temps 2 : L'implication et ses différents cadres

= Temps 3 : Retour sur les amuse-bouches

= Temps 4 : Synthése
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Temps 1 - Quelques amuse-bouches

Temps 1 - Quelques amuse-bouches

Exemple 1
@ Démontrer que pour toutes propositions P, (Q et R, on a I'équivalence entre
P— (Q= R) et (PET Q) = R.
@ Démontrer que pour toutes propositions P, () et R :

P=qQ
0— R }:>(P:>R).
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Temps 1 - Quelques amuse-bouches

Temps 1 - Quelques amuse-bouches

Exemple 2
Déterminer tous les entiers compris entre 1 et 20 qui satisfont la proposition « si n est
un nombre pair, alors son successeur est premier »
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Temps 1 - Quelques amuse-bouches

Temps 1 - Quelques amuse-bouches

Exemple 3

: 3" :
Soit Pn] : — < 277" pour n entier naturel.
n!

Pour quelles valeurs de n entier naturel, a-t-on : P[n] = P[n+1]7
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Temps 1 - Quelques amuse-bouches

Temps 1 - Quelques amuse-bouches

Exemple 4

Dans le plan, ABCD est un quadrilatére ayant deux cOtés opposés de méme longueur.
A quelle(s) condition(s) nécessaire(s) sur les diagonales, a-t-on les deux autres ctés
paralléles ?
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Quelques principes de la logique des propositions

= le principe de bivalence
Une proposition a deux valeurs de vérité possibles : Virai ou Faux

D.Gardes (Cll/Irem de Dijon) L'implication et ses différents cadres



Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Quelques principes de la logique des propositions

= le principe de bivalence
Une proposition a deux valeurs de vérité possibles : Virai ou Faux
= le principe du tiers exclu

Une proposition est vraie ou fausse, c'est-a-dire
(P OU non(P)) est vraie
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Quelques principes de la logique des propositions

= le principe de bivalence
Une proposition a deux valeurs de vérité possibles : Virai ou Faux

= le principe du tiers exclu
Une proposition est vraie ou fausse, c'est-a-dire
(P OU non(P)) est vraie

= le principe de non-contradiction
Une proposition est vraie ou fausse, jamais les deux en méme temps,c'est-a-dire
(P ET non(P)) est fausse
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Quelques principes de la logique des propositions

= le principe de bivalence
Une proposition a deux valeurs de vérité possibles : Virai ou Faux

= le principe du tiers exclu
Une proposition est vraie ou fausse, c'est-a-dire
(P OU non(P)) est vraie

= le principe de non-contradiction
Une proposition est vraie ou fausse, jamais les deux en méme temps,c'est-a-dire
(P ET non(P)) est fausse

= |a vérifonctionnalité
La valeur de vérité d’'une proposition complexe ne dépend que des valeurs de
Vvérité des propositions en jeu et de la définition des connecteurs qui les relient.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Qu'est-ce qu'une proposition mathématique ?

C'est une phrase mathématique (qui contient un verbe) pour laquelle la question de sa
véracité a un sens.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Qu'est-ce qu'une proposition mathématique ?

C'est une phrase mathématique (qui contient un verbe) pour laquelle la question de sa
véracité a un sens.

Il existe des propositions « ouvertes » avec des variables pour lesquelles il faut préciser
leur domaine et leur quantification.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Définition de I'implication

L'implication est un connecteur logique (binaire) qui définit a partir de deux
propositions P et () une nouvelle proposition notée P = () qui n'est fausse que si P
est vraie et () est fausse.

D.Gardes (Cll/Irem de Dijon) L'implication et ses différents cadres



Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Définition de I'implication

L'implication est un connecteur logique (binaire) qui définit a partir de deux
propositions P et () une nouvelle proposition notée P = () qui n'est fausse que si P
est vraie et () est fausse.

On obtient donc la table de vérité suivante :

P

< <l g
<l <O
<|<|=|<|l
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Pourquoi cette définition? Raison n°1

Quand on demande a quelqu'un si I'implication suivante est vraie :

VieR, 22 >1=2z>1
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Pourquoi cette définition? Raison n°1

Quand on demande a quelqu'un si I'implication suivante est vraie :

VieR, 22 >1=2z>1

il répond presque « naturellement » que cette proposition est fausse en donnant le
contre-exemple x = —2, c'est-a-dire que I'on a P vraie et () fausse.
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Pourquoi cette définition? Raison n°2

Les deux premieres lignes de la table de vérité sont facilement acceptées. Le plus
difficile est de comprendre que si P est fausse, alors |'implication est vraie.
Il reste donc 4 cas a étudier pour les deux derniéres lignes :
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Pourquoi cette définition? Raison n°2

Les deux premieres lignes de la table de vérité sont facilement acceptées. Le plus
difficile est de comprendre que si P est fausse, alors |'implication est vraie.

Il reste donc 4 cas a étudier pour les deux derniéres lignes :

Premier cas

P=Q

< <
< T<IO

-|'|'|'|'r|<ﬂ

C'est la table du connecteur ET.
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Pourquoi cette définition? Raison n°2

Deuxiéme cas

< <N
< T<IO

'I'I<'|'I<H

C'est la table de la proposition Q.
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Pourquoi cette définition? Raison n°2

Troisieme cas

< <Y
<7 <|O

<'r|'n<ﬂ

C'est la table du connecteur EQUIVALENT
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Pourquoi cette définition? Raison n°2

Quatriéme cas
Le seul cas qui reste donne le tableau voulu.

P|Q|P=Q
V|V V
V| F F
F |V vV
FIF v

D.Gardes (Cll/Irem de Dijon) L'implication et ses différents cadres



Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Autre définition avec les connecteurs NON et OU

P = (@ peut se définir uniquement avec les connecteurs disjonction et négation.
(P = Q) est logiquement équivalente a [(NONP) OU Q).

On retrouve le résultat suivant :
(P = Q) est fausse dés que P est vraie ET () est fausse.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Autre définition dans le cadre ensembliste

On se place dans un ensemble de référence F.

Soit P le sous-ensemble de F dont les éléments vérifient la propriété P.

Soit @ le sous-ensemble de F dont les éléments vérifient la propriété Q.

L'implication P[z] = Q[z] n’est fausse que pour les éléments qui appartiennent a P
et qui n'appartiennent pas a )

N
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Autre définition dans le cadre ensembliste

On se place dans un ensemble de référence F.

Soit P le sous-ensemble de F dont les éléments vérifient la propriété P.

Soit @ le sous-ensemble de F dont les éléments vérifient la propriété Q.

L'implication P[z] = Q[z] n’est fausse que pour les éléments qui appartiennent a P
et qui n'appartiennent pas a )

TISSISSISSISSISSISSISIISSS

Ainsi I'implication P[z] = Q[x] est vraie uniquement pour les éléments de CP U Q.
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Si I'implication P[z] = Q[z] est vraie pour tout = de E alors on a la représen
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Autre définition dans le cadre ensembliste

Cette définition n’est opérationnelle que pour les énoncés contingents P[z] = Q[z].
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Autre définition dans le cadre ensembliste

Cette définition n’est opérationnelle que pour les énoncés contingents P[z] = Q[z].

Elle a peu d'intérét pour les propositions simples comme :
« 3 impair » = « 4 pair»
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Autre définition dans le cadre ensembliste

Cette définition n’est opérationnelle que pour les énoncés contingents P[z] = Q[z].
Elle a peu d'intérét pour les propositions simples comme :

« 3 impair » = « 4 pair»
Dans ce cas, la représentation serait I'univers inclus dans |'univers.
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Autre définition dans le cadre ensembliste

Cette définition n’est opérationnelle que pour les énoncés contingents P[z] = Q[z].

Elle a peu d'intérét pour les propositions simples comme :

« 3 impair » = « 4 pair»

Dans ce cas, la représentation serait I'univers inclus dans |'univers.
« 3 pair» => « 4 pair»

Ici la représentation serait I'ensemble vide inclus dans |'univers.
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Autre définition dans le cadre ensembliste

Cette définition n’est opérationnelle que pour les énoncés contingents P[z] = Q[z].

Elle a peu d'intérét pour les propositions simples comme :

« 3 impair » = « 4 pair»

Dans ce cas, la représentation serait I'univers inclus dans |'univers.

« 3 pair» => « 4 pair»

Ici la représentation serait I'ensemble vide inclus dans |'univers.

« 3 pair » = « 4 impair »

Ici la représentation serait I'ensemble vide inclus dans I'ensemble vide.
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Autre définition dans le cadre ensembliste

Cette définition n’est opérationnelle que pour les énoncés contingents P[z] = Q[z].

Elle a peu d'intérét pour les propositions simples comme :

« 3 impair » = « 4 pair»

Dans ce cas, la représentation serait I'univers inclus dans |'univers.

« 3 pair» => « 4 pair»

Ici la représentation serait I'ensemble vide inclus dans |'univers.

« 3 pair » = « 4 impair »

Ici la représentation serait I'ensemble vide inclus dans I'ensemble vide.

De méme « 3 impair » = « 4 impair » est faux car |'univers n'est pas inclus dans
I'ensemble vide.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Autre définition dans le cadre ensembliste

Exemple d'utilisation de cette définition :
Déterminer les réels z tels que I'implication x > 3 = 22 — 3z — 4 > 0 soit vraie.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Autre définition dans le cadre ensembliste

Exemple d'utilisation de cette définition :
Déterminer les réels z tels que I'implication x > 3 = 22 — 3z — 4 > 0 soit vraie.

Si on note P I'ensemble [3 ; +oo[ et Q I'ensemble des réels z tels que 2 — 3z —4 > 0.
L'implication est vraie pour les réels z appartenant a3 CP U Q.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

Autre définition dans le cadre ensembliste

Exemple d'utilisation de cette définition :
Déterminer les réels z tels que I'implication x > 3 = 22 — 3z — 4 > 0 soit vraie.

Si on note P I'ensemble [3 ; +oo[ et Q I'ensemble des réels z tels que 2 — 3z —4 > 0.
L'implication est vraie pour les réels z appartenant a3 CP U Q.

OrCP =] —o00; 3|

Comme 22 — 3z —4=(x —4)(x+1),Q =] —o0 ; —1JU[4; +oo]

Ainsi I'implication est vraie pour tout z €] — co ; 3[U[4 ; 400l
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et le raisonnement déductif

La principale régle de raisonnement liée a I'implication est celle du modus ponens (ou
de détachement) :

en logique des propositions :

(P = Q) Vraie

P Vraie } DONC @ Vraie.
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L'implication et le raisonnement déductif

La principale régle de raisonnement liée a I'implication est celle du modus ponens (ou
de détachement) :

en logique des propositions :

(P = Q) Vraie

P Vraie } DONC @ Vraie.

en logique des prédicats :

Vz (Plz] = Q[x]) Vraie

Pla] Vraie } DONC Qla] Vraie.
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L'implication et le raisonnement déductif

On remarque que I'on utilise une implication vraie avec la prémisse vraie.

Le cas ou la prémisse est fausse n'est pas présent.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et le raisonnement déductif

On remarque que I'on utilise une implication vraie avec la prémisse vraie.
Le cas ou la prémisse est fausse n'est pas présent.

Cela risque de créer la propriété en acte suivante :
Quand une implication est vraie, cela signifie que la prémisse est vraie. et que si la
prémisse est fausse, |'implication est fausse.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et le raisonnement déductif

Le fait de ne travailler I'implication que dans le cadre du raisonnement déductif
renforce |'idée causale de I'implication.

« Si ABCD est un parallélogramme, alors (AB) et (CD) sont paralléles »

C'est parce qu’ABCD est un parallélogramme que les droites (AB) et (C'D) sont
paralléles.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et le raisonnement déductif

Le fait de ne travailler I'implication que dans le cadre du raisonnement déductif
renforce |'idée causale de I'implication.

« Si ABCD est un parallélogramme, alors (AB) et (CD) sont paralléles »

C'est parce qu’ABCD est un parallélogramme que les droites (AB) et (C'D) sont
paralléles.

Cela amene alors a penser qu'on ne peut pas avoir d'implication entre deux
propositions indépendantes (propositions pour lesquelles il n'existe pas un
cheminement sémantique pour passer de la premiére a la deuxiéme).
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et le raisonnement déductif

Le fait de ne travailler I'implication que dans le cadre du raisonnement déductif
renforce |'idée causale de I'implication.

« Si ABCD est un parallélogramme, alors (AB) et (CD) sont paralléles »

C'est parce qu’ABCD est un parallélogramme que les droites (AB) et (C'D) sont
paralléles.

Cela amene alors a penser qu'on ne peut pas avoir d'implication entre deux
propositions indépendantes (propositions pour lesquelles il n'existe pas un
cheminement sémantique pour passer de la premiére a la deuxiéme).

Ainsi se forge la propriété en acte que dans le cas de deux propositions indépendantes
soit I'implication n'a pas de sens ou soit I'implication est fausse.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et le raisonnement déductif

Le fait de ne travailler I'implication que dans le cadre du raisonnement déductif
renforce |'idée causale de I'implication.

« Si ABCD est un parallélogramme, alors (AB) et (CD) sont paralléles »

C'est parce qu’ABCD est un parallélogramme que les droites (AB) et (C'D) sont
paralléles.

Cela amene alors a penser qu'on ne peut pas avoir d'implication entre deux
propositions indépendantes (propositions pour lesquelles il n'existe pas un
cheminement sémantique pour passer de la premiére a la deuxiéme).

Ainsi se forge la propriété en acte que dans le cas de deux propositions indépendantes
soit I'implication n'a pas de sens ou soit I'implication est fausse.

« si 2 est pair alors tout carré a ses diagonales perpendiculaires. »
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et le raisonnement déductif

Le fait de ne travailler I'implication que dans le cadre du raisonnement déductif
renforce |'idée causale de I'implication.

« Si ABCD est un parallélogramme, alors (AB) et (CD) sont paralléles »

C'est parce qu’ABCD est un parallélogramme que les droites (AB) et (C'D) sont
paralléles.

Cela amene alors a penser qu'on ne peut pas avoir d'implication entre deux
propositions indépendantes (propositions pour lesquelles il n'existe pas un
cheminement sémantique pour passer de la premiére a la deuxiéme).

Ainsi se forge la propriété en acte que dans le cas de deux propositions indépendantes
soit I'implication n'a pas de sens ou soit I'implication est fausse.
« si 2 est pair alors tout carré a ses diagonales perpendiculaires. »

«si 2+ 1 =3 alors /2 est irrationnel ».
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et la logique naturelle
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et la logique naturelle

L'implication se traduit trés souvent par les expressions « si ... alors» , «on a ... si
.», «il faut que ... pour que ... » ou « ... entraine ... » ...
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et la logique naturelle

L'implication se traduit trés souvent par les expressions « si ... alors» , «on a ... si
.», «il faut que ... pour que ... » ou « ... entraine ... » ...

« Si tu manges ta soupes, alors tu auras un dessert »

« 15 % de réduction si achat de trois articles »
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L'implication et la logique naturelle

L'implication se traduit trés souvent par les expressions « si ... alors» , «on a ... si
.», «il faut que ... pour que ... » ou « ... entraine ... » ...

« Si tu manges ta soupes, alors tu auras un dessert »

« 15 % de réduction si achat de trois articles »

Cela correspond bien a I'implication mathématique dans le cas ou la prémisse est vraie
mais laisse sous-entendre d’autres implications mathématiquement fausses comme :

« si tu ne manges pas ta soupe, tu n'auras pas de dessert »

ou

« il faut acheter au-moins trois articles pour avoir 15 % de réduction »
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et la logique naturelle

Exemple de réponse d'éléves de seconde :

Une mére dit a son enfant : "Si tu manges ta soupe alors tu auras un dessert.”
L'enfant aura-t-il un dessert s'il mange sa soupe ?
S'il ne Ia mange pas ? \J

Si la mére avait dit . "Tu auras un dessert si tu manges la soupe.” N o o
Vos réponses changeraient-elles ? (Si oui, précisez.) Ol or = i ag. lrL_.*'WVC‘f. 0 O _'\JP?:J =l
ave €k o) ;ru_‘;r,{!' [ lo. BRI, caurtl pdcFRAML | S| —. ndofS s Qe BmanEe 2 85

<M ;& Qs s avopm @5 ST S0 O
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et la logique naturelle

En logique naturelle I'implication est vue comme cause - conséquence et introduit ainsi
une temporalité.

La cause se produit avant la conséquence.
« S'il pleut, alors je sors mon parapluie ».

Ceci rend difficile la compréhension de I'équivalence avec la contraposée :
« Si je ne sors pas mon parapluie, alors il ne pleut pas. »

D.Gardes (Cll/Irem de Dijon) L'implication et ses différents cadres



Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et la logique naturelle

En logique naturelle, le principe du maximum d’informations est souvent pratiqué.

« si j'ai 50 euros d'économie, je m'achete ... » signifie « dés que j'ai 50 euros
d’'économie, je m'achéte ... ». On donne I'information maximale.
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

L'implication et la logique naturelle

En logique naturelle, le principe du maximum d’informations est souvent pratiqué.

« si j'ai 50 euros d'économie, je m'achete ... » signifie « dés que j'ai 50 euros
d’'économie, je m'achéte ... ». On donne I'information maximale.

Cela empéche de bien appréhender la notion d'inclusion :
on ne dira jamais : « cette nappe est rectangulaire si elle est carrée »
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres

ts cadres

Implication

P=Q
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Implication
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Les différents cadres

Implication

P=Q

Logique naturelle Logique mathématique Théorie des ensembles

Raisonnement déductif
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Temps 2 - L'implication et ses différents cadres
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Implication

P=Q

Logique naturelle Logique mathématique Théorie des ensembles

Si... alors

Tables de
vérite

Pour que ... il faut que
entraine

CPuQ

Raisonnement déductif

Vi, P

Fa) vrai

QL) vead

done Qlalvrai
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 1

Exemple 1
Démontrer que pour toutes propositions P, ) et R, on a I'équivalence entre
P— (Q== R)et (PET Q)= R.
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 1

Solution 1 avec les tables de vérité

P Q R Q==>R P==>(Q==>R) PetQ | (P etQ)==R
Vi W W W W v W
WV v F F F v F
V') F v '] '] F v
Vi F F vV vV F Vv
F W W W W F v
F v F F vV F v
F F v '] '] F v
F F F Vv vV F vV
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 1

Solution 2 avec les connecteurs NON et OU

P — (QQ = R) est successivement équivalent a :
NON P OU (Q = R)
NON P OU (NON @ OU R)
NON P OU NON Q OU R

(P ET Q) = R est successivement équivalent a :
NON (P ET ) OU R
(NON P OU NON Q) OU R
NON P OU NON Q OU R
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 1

Solution 3 en examinant les cas ou |'implication est fausse

P = (Q = R) n'est faux que si :
P est vrai et (Q = R) est faux
P est vrai et () est vrai et R est faux)
P est vrai et () est vrai et R est faux

(P ET Q) = R n'est faux que si :
(P et Q) est vrai et R est faux
(P est vrai et Q est vrai) et R est faux
P est vrai et (Q est vrai et R est faux
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Solution 4 dans le cadre ensembliste :

. Si on note T I'ensemble CQUR,
@ = R correspond a LQUR P = (Q = R) correspond 3 CPUT

_  a
(e (o




Exemple 1

D’autre part (P ET Q) = R correspond a3 C(PN Q) UR.




Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 2

Exemple 2
Déterminer tous les entiers compris entre 1 et 20 qui satisfont la proposition « si n est
un nombre pair, alors son successeur est premier »

D.Gardes (Cll/Irem de Dijon) L'implication et ses différents cadres



Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 2

Solution 1 (tables de vérité)

n Pfn] Qjn] Pn] ==>Qfn]
1 E W W
2 v v W
3 F F W
4 v v W
5 E F W
6 v v W
7 F F W
8 v F F
14 W F F
15 F F W
16 W W W
17 F F W
13 W W W
19 F F W
20 W F F
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 2

Solution 2 (NON P OU Q)

On note P[n| : n est pair et Q[n] : n + 1 est premier.

Ainsi NON P[n] : n est impair, c'est-a-diren € {1; 3;5; 7; 9; 11; 13; 15; 17; 19}.
Qn]:nef{l;2;3;4;6;10; 12; 16; 19}

Ainsi on obtient les entiers de

{1;2;3;4;5;6;7;9;10;11;12; 13; 15; 16; 17; 18; 19}.
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 2

Solution 3 (en examinant les cas ol I'implication est fausse)

On note P[n| : n est pair et Q[n] : n+ 1 est premier.

P[n] = Q[n] est faux seulement si P[n] est vrai et Q[n] est faux

n |2|4/6(8|10(12|14 16|18 20
n+1|3|5(7/9|11 1315|1719 |21

D.Gardes (Cll/Irem de Dijon) L'implication et ses différents cadres



Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 2

Solution 4 (dans le cadre ensembliste)
On note P[n| : n est pair et Q[n] : n+ 1 est premier.
P[n] = Q[n] est faux seulement sin € P~ (PNQ)

A Y

ANANUNNNNNNNNNNNNNNNNN

PNnQ={2;4;6;10; 12; 16 ; 18}
Donc P~ (PNQ)={8; 14 ; 20}.

ents cadres



Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 3

Exemple 3

n
Soit Pn] : — < 27~ pour n entier naturel.
n!

Pour quelles valeurs de n entier naturel, a-t-on :
Pln] = Pln+1]?
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 3
n
Soit 1 tel que P[n] vraie, c'est-a-dire — < 27T n
n!
gl gn 3 3
Nous en déduisons ———— = — X < x 27—m,

m+D! n! " n4+l1 n+l
) 3
) x 271 L 26=71 | suffit que
n n
anl>3x2soitn > 5.

Par conséquent, nous pouvons déja affirmer que la proposition « pour tout
n > 5, P[n] = P[n + 1] » est vraie.

Pour obtenir

x 277" < 267" ce qui équivaut
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 3

La démonstration précédente ne permet pas de conclure pour n < 5. Pour cela,
examinons P[0], P[1], ..., P[5].

9
P[0] : « 1 <27 » est vraie P[1] : « 3 < 25 » est vraie P[2] : « B < 2%y
est vraie
P[3]: « 3 < 2% » est vraie Pl4] : « 5 < 2° » est vraie PI[5] : « 10 <27y
est vraie

Ces 6 propositions étant vraies, nous pouvons en déduire que les 5 implications

P[n] = P[n+ 1] pour n dans I'ensemble {0 ; 1; 2; 3 ; 4} sont vraies (implications
matérielles).

Nous avons démontré que « pour tout entier naturel n, P[n] = P[n + 1] » est vraie.
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 4

Exemple 4

Dans le plan, ABCD est un quadrilatére ayant deux cOtés opposés de méme longueur.
A quelle(s) condition(s) nécessaire(s) sur les diagonales, a-t-on les deux autres ctés
paralléles ?
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 4

On note H I'ensemble des quadrilatéres ayant 2 c6tés opposés de méme longueur et Q
le sous-ensemble de H des quadrilatéres ayant les 2 autres cOtés paralléles.
On cherche donc un sous-ensemble P de H tel que P est inclus dans Q.
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 4

On va caractériser I'ensemble Q et regarder les conditions que I'on obtient sur les
diagonales des éléments de Q.

Soit ABC'D un quadrilatére de Q (AD = BC et (AB) et (CD) paralléles)
Le point C' appartient a la paralléle a (AB) passant par D et au cercle de centre B et
de rayon AD.

Plusieurs cas se présentent :
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 4

Cas 1 : la paralléle a (AB) passant par D est la tangente en D au cercle de centre A
et de rayon AD.

D C1

Vv T

On obtient un rectangle.
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Temps 3 - Retour sur les amuse-bouches

Exemple 4

Cas 2 : la paralléle a (AB) passant par D coupe le cercle de centre A et de rayon AD
en deux points. Deux sous-cas se présentent :
1. Les points D, C; et (5 sont rangés dans cet ordre

.

On obtient un parallélogramme et un trapéze (convexe) isocéle.

p G

Co
A B )
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Exemple 4

2. Les points C, D et Cs sont rangés dans cet ordre
P
Lo aF I

On obtient un parallélogramme et un trapéze croisé isocele

Gardes (Cll/Irem de Dijon) L'implication et ses différents cadres
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Exemple 4

Ainsi I'ensemble Q est I'union de I'ensemble des parallélogrammes, de |'ensemble des
trapézes isocéles convexes et de I'ensemble des trapézes croisés isocéles.

Dans cet ensemble, les diagonales se coupent leur milieu ou les diagonales sont de
méme longueur. C'est donc un ensemble P.
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Synthése

Synthése

L'implication se place dans plusieurs cadres :
e cadre de la logique naturelle

e cadre de la logique formelle

e cadre ensembliste

e cadre du raisonnement déductif.

Il est clair que se placer uniquement dans le cadre de la logique naturelle ne permet
pas de bien appréhender |'implication mathématique.

Les phrases de la vie courante comportent trop d'implicites et ameénent a confondre
une implication avec sa réciproque.
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Synthése

Exemple de I'activité des « astronautes » de I'|REM de Grenoble

Une réunion de cosmonautes du monde entier a lieu a Paris. Les cosmonautes
américains portent tous une chemise rouge.

Répondre aux questions suivantes en justifiant :

1) A I'aéroport, on voit quelqu’un qui porte une chemise blanche. Est-il cosmonaute
américain ?

2) A c6té de la personne précédente, on voit quelqu’un qui porte une chemise rouge.
Est-il cosmonaute américain ?

3) Le haut-parleur annonce I'arrivée d'un cosmonaute russe. Porte-t-il une chemise
rouge ?

4) Dans le hall, on voit un cosmonaute américain qui porte un manteau. Porte-il- une
chemise rouge ?
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Synthése

Utiliser I'implication uniquement dans le cadre du raisonnement déductif conforte la
conception causale de I'implication.

B Implication

Une implication est une assertion prenant la forme d'une relation de cause
a effet entre deux assertions.
On explicite cette relation en I'écrivant sous la forme « Si &, alors s »,

Extrait Variations Seconde Hatier 2019
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Synthése

Cela pousse a ne considérer que le cas ou la prémisse est vraie.

o Implication

La proposition P implique la proposition Q signifie
que : si P estvraie, alors Q est vraie.

On la note cette implication : P= Q.

Extrait Transmath Seconde Nathan 2019
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Synthése

On favorise la propriété en acte suivante :
P = () n’a aucun intérét si P est faux

P = (@ est faux si P est faux
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Synthése

Synthése

On favorise la propriété en acte suivante :
P = () n’a aucun intérét si P est faux

P = (@ est faux si P est faux

Pourtant le cas ou la prémisse est fausse est bien présent dans |'activité mathématique
(raisonnement par |'absurde, raisonnement par récurrence par exemple).
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Synthése

1. P[0] est vraie et Vn 2 2 Pln] = Pln + 1].

\/'r:.:‘, PE/\S esk done.  Urece CQQUJ m nz2.

2. P[2] est vraie et Vn 2 0 Pln| = Pln + 1].
Vet  Flnd esh Shsne, WS e L—a,(/é Neé N |

3. P[2] est fausse, P[5] est vraie et ¥n > 4 Pln] = Pln + 1].

_PE,\.X @)\-- e < o= LKLV[_- FLPL T,
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Synthése

Le cadre de la logique formelle est nécessaire pour montrer que I'implication est un
connecteur logique binaire (donc 4 cas distincts) et qu'il est nécessaire de donner une
valeur de vérité a3 P = () si la prémisse est fausse.
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Synthése

Synthése

Le cadre de la logique formelle est nécessaire pour montrer que I'implication est un
connecteur logique binaire (donc 4 cas distincts) et qu'il est nécessaire de donner une
valeur de vérité a3 P = () si la prémisse est fausse.

C'est également un excellent outil de contréle.
A-t-on I'équivalence suivante :

«(A=C)O0U (B=10(C)) <= ((AOUB)=C)»?
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Synthése

Le cadre ensembliste est trop souvent absent de |'enseignement et n'apparait
seulement qu'avec la condition P C @), c'est-a-dire quand I'implication est vraie pour
tout élément de I'univers.

La traduction dans le langage des probabilités

de lIimplication (P) = (Q) est :

« si P est réalisé, alors Q est réalisé » ou encore

FcQ.
[@ﬂ \\}
N\ W
s

Extrait Premiére CQFD Bordas 2019
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Synthése

Ce schéma est indispensable et permet de bien prendre en compte les cas ou
I'implication est fausse.

NNAAUNNNNNNNNNNNNNNNNNNNY
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Synthése

Le cadre ensembliste est approprié pour étudier une implication entre énoncés
contingents. On cherche I'ensemble des x pour lesquelles
Plz] = Q[z] est vraie
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Synthése

Synthése

Le cadre ensembliste est approprié pour étudier une implication entre énoncés
contingents. On cherche I'ensemble des x pour lesquelles
Plz] = Q[z] est vraie

alors que le cadre du raisonnement déductif est approprié pour démontrer une
implication universellement quantifiée :

Ve € E Plz]| = Q|z]
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Synthése

MERCI'!

Pour me contacter :
denis.gardes@wanadoo.fr
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